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1. Pe mulímea 𝐺 = ℝ∗x ℝ se definește legea de compoziție  " ° " prin:  
 𝑎, 𝑏  °  𝑐, 𝑑 =   𝑎𝑐, 𝑏𝑐 + 𝑑 . 

a) Demonstrați că  𝐺, °  este grup necomutativ. 

b) Arătați că în 𝐺 există o infinitate de elemente de ordinul 2. Există în 𝐺 

elemente de ordinul 3? 

 

 2.  Fie 𝐴 un inel cu proprietatea:  𝑎𝑏 2 = 𝑎2𝑏2, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. Să se arate că  𝐴  

este comutativ. 

 

3. a) Arătați că: arctg
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   b) Calculați: =  
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4. Fie 𝑓:  0, 1 → ℝ, o funcție continuă și concavă pe  0, 1 , iar 𝑚 ∈ ℝ, 𝑚 ≥ 2. 

 Să se arate că: 
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Notă: 

 Toate subiectele sunt obligatorii;  

 Fiecare subiect se notează de la 0 la 7 puncte; 

 Timp de lucru: 3 ore. 

 

 



Soluţii clasa a XII-a: 

Pentru orice altă soluție corectă se acordă punctaj maxim corespunzător. 

1. a) Se verifică imediat că " ° " este lege de compoziție pe 𝐺, că este asociativă 

și că perechea  1, 0  este element neutru. Orice element este inversabil cu 

 𝑎, 𝑏 −1 =  
1

𝑎
, −

𝑏

𝑎
 . Așadar   𝐺, °  este grup.                                                  (4p)                                                                                                   

 Legea este necomutativă:  1, 2  °  3, 4 =   3, 10 ≠  3, 4 ° 1,2 .             (1p)                            

 

        b) Pentru orice 𝑎 ∈ ℝ, perechea  −1, 𝑎  este un element de ordin 2.     (1p)                           

Dacă  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 este un element de ordin 3, atunci:  

  1, 0 =  𝑎, 𝑏 3 =  𝑎3, 𝑏 𝑎2 + 𝑎 + 1  ⟹ 𝑎 = 1, 𝑏 = 0. Dar  1, 0  este 

element neutru și are ordinul 1, astfel că 𝐺 nu conține elemente de ordinul 3.                                                                     

                                                                                                                          (1p) 

2.  Înlocuind 𝑏 cu 𝑏 + 1, obținem: 

 𝑎 𝑏 + 1  
2

= 𝑎2 𝑏 + 1 2  ⟹  𝑎𝑏 + 𝑎 2 = 𝑎2 𝑏2 + 2𝑏 + 1 ⟹ 

⟹  𝑎𝑏 2 + 𝑎𝑏𝑎 + 𝑎2𝑏 + 𝑎2 = 𝑎2𝑏2 + 2𝑎2𝑏 + 𝑎2. 
Folosind ipoteza, rezultă 𝑎𝑏𝑎 = 𝑎2𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 (∗).                                      (3p) 

În relația (*) înlocuim 𝑎 cu 𝑎 + 1: 

 𝑎 + 1 𝑏 𝑎 + 1 =  𝑎 + 1 2𝑏 ⟹  𝑎𝑏 + 𝑏  𝑎 + 1 =  𝑎2 + 2𝑎 + 1 𝑏 ⟹ 

⟹ 𝑎𝑏𝑎 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 + 𝑏 = 𝑎2𝑏 + 2𝑎𝑏 + 𝑏. (**)                                             (3p)                                                                                

Din (*), (**)  obținem 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎.                                                                       (1p) 

 
 

 

3. a) Demonstrarea identității.                                                                          (2p) 

 b) Se face schimbarea de variabilă 𝑥 = 1 − 𝑡 (𝑑𝑥 = −𝑑𝑡, 𝑥 = 0 => 

𝑡 = 1 și𝑥 = 1 => 𝑡 = 0) și obținem 𝐼 =  
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Atunci, ținând cont de relația de la punctul a), obținem : 
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4.  Deoarece funcția 𝑓 este continuă atunci este integrabilă pe  0, 1 , deci este 

integrabilă și pe  
1

𝑚
, 1 . Pentru fiecare 𝑛 ≥ 1, formăm diviziunea echidistantă ∆𝑛  

a intervalului  
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funcției 𝑓, diviziunii ∆𝑛  și punctelor intermediare 𝜉𝑘  este: 

𝜎 ∆𝑛 , 𝜉 =    
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          Funcția 𝑓 este concavă, deci: 
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Relația (*) o înmulțim cu 
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           Se trece la limită în relația (**): 
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